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摘 要：为了更加全面有效地监测滚动轴承服役过程中其振动性能状态的演变历程，用关联维数和盒维

数表征振动性能状态演变的非线性，用振动数据瞬时值的波动范围和平均值的波动范围表征振动性能状态演

变的不确定性。运用灰关系分析法求解参数序列之间的灰置信水平，进而分析轴承振动性能状态演变的非线

性特征和不确定性特征之间的非线性相关程度。两个案例表明：总体上来看，关联维数和盒维数均有减小的趋

势，瞬时值的波动范围和平均值的波动范围都有增大的趋势，而且它们在突变点处有某种意义上的对应关系。

非线性特征参数序列和不确定性特征参数序列总体上有负相关关系，且不确定性参数序列与关联维数的灰置

信水平均比其与盒维数的灰置信水平要高。
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of evolution of vibration performance state were characterized by correlation dimension and box di⁃
mension， the fluctuation ranges of instantaneous value and average value of vibration data. The
grey confidence level between the parameter sequences was solved by using the grey relation anal⁃
ysis method， so as to analyze the nonlinear correlation degree between the nonlinear and uncer⁃
tain characteristics of the evolution of the bearing vibration performance state. Two cases showed
that the correlation dimension and box dimension had a trend of decrease， and the fluctuation
ranges of instantaneous value and average value had a trend of increase on the whole. Moreover，
they had corresponding relationships at the discontinuity points in a sense. There were negative
correlation relationships among nonlinear parameters and uncertain parameters. Besides， the grey
confidence levels between sequences of uncertain parameters and correlation dimension were high⁃
er than the uncertainty parameters and box dimension.

Key words：rolling bearing；evolution of performance state；nonlinear；uncertainty；
correlation dimension；box dimension；
fluctuation ranges of instantaneous value；fluctuation ranges of average value

随着精密制造仪器、风电能源、航空航天等信

息的更新，滚动轴承性能变异的许多异常现象不

断出现。例如，振动与噪声、摩擦力矩、零件断裂、

密封性、运动精度、卡死、烧结等，这些性能的变化

规律与失效概率分布呈现出不确定性、非线性、多

变性、多样性、非平稳性等特征 [1⁃5]。滚动轴承在服

役过程中其振动性能和服役精度的概率分布和失

效轨迹等信息的变化，会导致振动性能及其可靠

性的变化规律呈现出非线性、非平稳性、不确定性

和多变性等特征。由此可知，挖掘轴承服役状态

及其可靠性的非线性演变轨迹，寻求轴承振动性

能状态演变的非线性和不确定性，是机械基础件

产品与机械传动系统的性能状态监测、评估与预

测领域的共性科学问题。

轴承振动性能状态演变过程中采集的性能数

据，可以看作一个随时间变化而变化的时间序列。

在时间序列分析中，虽然混沌理论中计算嵌入维

数和时间延迟的方法很多，但是不同的计算方法

会有不同的结果，因为它们的设定准则和求解方

程不尽相同 [6⁃9]。这并不表示某种方法比其他方法

好，只不过对于某一个混沌时间序列或某种条件

和状况，该种方法更适用。换句话说，这些方法有

一些特定的适用条件，它们均有各自的优势。混

沌理论中的关联维数和盒维数，广泛应用于滚动

轴承性能特征提取和分析。例如，夏新涛等 [10]分

别运用关联维数的均值和标准差表征轴承摩擦力

矩性能的非线性特征和不确定性演变历程；孟凡

念 [11]计算轴承摩擦力矩性能的非线性参变量——

关联维数和盒维数，研究结果表明这两个参数均

随轴承转速增大而增大；基于变分模态分解法，张

淑清等 [12]通过分析待测信号和各样本信号的广义

分形维数矩阵的相关系数，对滚动轴承进行故障

诊断；张美芸等 [13]采用信息维数和盒维数刻画滚

动轴承的故障特征，研究发现轴承在故障状态下

的信息维数与盒维数均比正常状态下小。因此，

本文用关联维数和盒维数计算轴承振动序列的非

线性特征。

振动瞬时值的波动范围，与经典统计理论中

的静态不确定度有所不同，它是一种随时间变化

而变化的动态的扩展不确定度 [14⁃16]。振动平均值

的波动范围，可以用来评价滚动轴承振动性能状

态的规律性波动。因此，综合运用这两个指标可

以动静结合地表征轴承服役状态演变的不确

定性。

目前，在非线性和不确定性领域均有大量的

研究成果。然而，轴承服役态演变的非线性特征

与不确定性特征之间的关联程度，现有研究成果

很少涉及。鉴于此，本文分别用关联维数和盒维

数、振动序列的瞬时值波动范围和平均值波动范

围表征轴承振动性能的非线性特征和不确定性特

征。通过融合互信息法 [6]、Grassberger⁃Procaccia
算法 [7]、灰自助法 [17]、自助法 [18]、最大熵法 [19]和灰关

系分析法 [20⁃21]，分别计算各个振动序列的最优时间

延迟、关联维数、盒维数、振动瞬时值的波动范围

和振动平均值的波动范围。运用灰关系分析法，

求解这些参数序列之间的灰置信水平，进而分析

轴承振动性能状态演变的非线性特征和不确定性

特征之间的非线性相关程度。通过试验研究验证
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所建模型的有效性，从而为研究轴承服役周期内

的性能不确定性及其可靠性的非线性、非平稳和

非统计的演变历程提供些许新思路。

1 数学模型

在滚动轴承服役期间，获得其振动序列向

量 X。

X= (X 1,X 2,⋯,Xw,⋯,XW ); w= 1,2,⋯,W
（1）

Xw= ( xw ( 1 ),xw ( 2 ),⋯,xw ( k ),⋯,xw ( K ));
k= 1,2,⋯,K （2）

式中 Xw为轴承的第w个振动加速度序列；w为轴

承振动加速度序列号；W为轴承振动加速度序列

的个数；xw（k）为轴承第 w个序列中的第 k个振动

加速度数据；K为振动加速度数据的个数。

1. 1 求解非线性特征参数

用关联维数和盒维数综合表征滚动轴承服役

过程中振动性能状态演变的非线性特征。

1. 1. 1 计算关联维数

首先，运用互信息法计算第w个振动序列 Xw

与 Xwτ的互信息函数 I（Xw,Xwτ）。

I (Xw,Xwτ)= E (Xw )+ E (Xwτ)- E (Xw,Xwτ)
（3）

式中 E（Xw）为第 w 个振动序列 Xw 的信息熵，

E（Xwτ）为对第w个振动序列延迟了 τ个单位时间

的数据序列（简记为延迟序列）Xw τ 的信息熵；

E（Xw,Xwτ）为两个序列的联合熵。

第w个振动序列的信息熵定义如下：

E (Xw )=-∑
k= 1

K

P [ xw (k) ] lg{ }P [ ]xw ( )k （4）

E (Xw,Xwτ)=-∑
k= 1

K

∑
j= 1

K

P [ xw (k),xwτ( j) ]×

lg{ }P [ ]xw ( )k ,xwτ( )j （5）

式中 P[xw（k）]是 xw（k）在第 w个振动序列 Xw中出

现的概率；P[xwτ（j）]是 xwτ（j）在延迟序列 Xwτ中出

现的概率；P[xw（k）,xwτ（j）]是 xw（k）和 xwτ（j）同时

出现在序列 Xw和 Xwτ中的概率。

采 用 等 网 格 法 计 算 P[xw（k）]、P[xwτ（j）]和
P[xw（k）,xwτ（j）]，具体如下：

P [ xw (k) ]= Nx ( )q1
N total

；1≤q1≤s1 （6）

P [ xwτ(k) ]= Ny( )q2
N total

；1≤q2≤s2 （7）

P [ xw (k),xwτ(k) ]= N ( )q1,q2
N total

（8）

式中 Nx（q1）为 x方向上的第 q1个格子中的数据个

数，Ny（q2）为 y方向上的第 q2个格子中的数据个

数，Ntotal为数据的总个数，N（q1,q2）为二维 xy方向

上的格子（q1,q2）中的数据个数。

互信息函数 I（Xw,Xwτ）的第一个极小值所对

应的延迟时间 τw*即为第 w个振动序列的最优时

间延迟。

基于最优时间延迟值 τw*，计算出第 w个振动

序列的关联维数Dw（r,mw）。

Dw ( r,mw )= lim
r→ 0

ln Cw ( )r,mw

ln r （9）

式中 Cw（r,mw）为轴承第 w个振动加速度序列的

积累距离分布函数；mw为轴承第w个振动加速度

序列的嵌入维数。

Cw ( r,mw )=
2

K ( )K- 1 ∑
1≤ k≤ ε≤ K

θ ( )r- rkε( )w ; r> 0 （10）

式中 rkε（w）为第w个振动序列相空间中两点之间

的距离；θ（··）为Heaviside函数。

rkε(w )=

∑
i= 1

mw

[ ]xw ( )k+ ( )i- 1 τw * - xw ( )ε+ ( )i- 1 τw *
2

（11）

θ ( r- rkε(w ) )=ì
í
î

ïï
ïï

0; r< rkε( )w
1; r≥ rkε( )w

（12）

实际计算过程中，画出不同嵌入维数下积累

距离分布函数 Cw（r,mw）与距离 r的对数关系曲线

图。当 mw≥mw
*时，曲线分布密集且趋于平行，此

时对应的 mw
*即为所求的饱和嵌入维数，相应的

mw=mw
*曲线上直线部分的斜率就是所求的第 w

个振动序列的关联维数Dw（r,mw），简记为Dw。

1. 1. 2 计算盒维数

盒维数作为一种分形维数，能够表征轴承振

动性能状态变化的规律和趋势，所以可以用它来

表征滚动轴承服役过程中振动性能状态演变的非

线性特征。

对于第w个振动序列 Xw,选定任意盒子长度

ξw,在 X⁃ξ坐标系中，过 X轴每隔 ξw个长度画出平

行于坐标轴的网格线，计算第w个振动序列 Xw曲

线与网格线的交点个数 Jw1。将盒子长度 ξw放大 δ
倍（δ=2,3,…,φ,且 φξw≤K），得到 Xw曲线与网

格线的交点个数 Jw2,Jw3,…,Jwφ。
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ξwδ= ( ξw,2ξw,⋯,δξw,⋯,φξw ) （13）

Jwδ= ( Jw1,Jw2,⋯,Jwδ,⋯,Jwφ) （14）
对式（13）和式（14）两端同时取对数，在双对

数坐标系中通过最小二乘法拟合法得到直线的斜

率，即为所求的盒维数值。

实际计算过程中,将第w个振动序列 Xw中的

数据平展成边长为 K的正方形二维平面，然后将

正方形边长平均分成 ξw份。对于第 w个振动序

列，分别以 1n ξw为横坐标、以 1n Jw为纵坐标，求解

序列 Xw的盒维数 Bdw。

1. 2 求解不确定性特征参数

在考察轴承振动性能演变过程中的不确定性

时，为了避免单一方法和指标的局限性和片面性，

使用 2个不确定度指标从不同侧面进行研究和分

析。2个不确定度指标分别为振动加速度序列的

瞬时值波动范围（不确定度 1）和平均值波动范围

（不确定度 2）。

1. 2. 1 振动加速度序列的瞬时值波动范围

给定一个置信水平 P，求解轴承服役过程中

T时刻的振动数据的估计区间[xT l,xTu][22]。T时刻

轴承振动数据估计真值的动态不确定度用U0（T）

表示为

U 0 (T )= xTu - xT l （15）
在第 w个轴承振动加速度序列对应的时间

区间 [Twmin,Twmax]内，求解各个估计真值的动态不

确定度，其构成一个向量，可以用U0w表示为

U 0w=
(U 0w (Twmin ),U 0w (Twmin + 1 ),⋯,U 0w (Twmax ))（16）

向量U0w的估计区间可以用[U1min（w）,U1max（w）]
表示。其中，U1min（w）为向量 U0w 中的最小值，

U1max（w）为向量U0w中的最大值。

对于第 w个轴承振动加速度序列 Xw所对应

的时间段，计算振动加速度序列的瞬时值波动范

围，它可以用不确定度 1——U1（w）表示为

U 1 (w )= 1
Twmax - Twmin + 1 ∑Tw= Twmin

Twmax

U 0w (Tw )（17）

1. 2. 2 振动加速度序列的平均值波动范围

基于最大熵法，求解自助均值样本的概率密

度函数。给定一个置信水平 P，获取第 w个轴

承振动序列的自助均值样本的估计区间 [v2l（w）,
v2u（w）]。其中，v2l（w）和 v2u（w）分别为自助均值

样本的下限值和上限值。

上限值 v2u（w）和下限值 v2l（w）需要满足：

1
2 (1- P )=∫

vwmin

v2l( )w
fw ( v ) dv （18）

1
2 (1- P )=∫

vwmax

v2u( )w
fw ( v ) dv （19）

式（18）和式（19）中，vwmax为自助均值样本中振动

加速度数据的最大值；vwmin为自助均值样本中振

动加速度数据的最小值。

计算振动加速度序列的平均值波动范围，用

不确定度 2——U2（w）表示为

U 2(w )= v2u (w )- v2l(w ) （20）
1. 3 非线性特征参数和不确定性参数的灰关系

分析

计算第 w个振动序列 Xw的关联维数 Dw（r,
mw）和盒维数 Bdw，W个振动序列的关联维数和盒

维数样本构成向量D和 Bd。

D= (D 1,D 2,⋯,Dw,⋯,DW ) （21）

B d = (B d1,B d2,⋯,B dw,⋯,B dW ) （22）
计算第 w个振动序列 Xw的振动瞬时值的波

动范围（不确定度 1）U1（w）和振动平均值的波动

范围（不确定度 2）U2（w），W个振动序列的不确

定度 1和不确定度 2样本构成向量U1和U2。

U 1 = (U 1 (1),U 1 (2),⋯,U 1 (w ),⋯,U 1 (W ) )（23）
U 2 = (U 2(1),U 2(2),⋯,U 2(w ),⋯,U 2(W ) )（24）

为了叙述方便，以关联维数向量 D和不确定

度 1向量 U1为例，对轴承振动性能的非线性特征

参数和不确定性参数的灰关系进行分析。

1. 3. 1 归一化处理

对式（21）中的关联维数向量 D和式（23）中

的不确定度 1向量U1进行归一化处理。

D′w= Dw-
1
W ∑w= 1

W

Dw;

U ′1 (w )= U 1 (w )- 1
W ∑w= 1

W

U 1 ( )w （25）

D″w=
D′w- D′w min
D′w max - D′w min

;

U ″1 (w )= U ′1 ( )w - U ′1min ( )w
U ′1max ( )w - U ′1min ( )w （26）

生成的归一化数据序列Dg和U1g分别为

D g = (D″1,D″2,⋯,D″w,⋯,D″W ) （27）
U 1g = (U ″1 (1),U ″1 (2),⋯,U ″1 (w ),⋯,U ″1 (W ) )

（28）
1. 3. 2 计算归一化数据序列之间的属性权重

Dg和U1g之间的属性权重用 ωDU1表示为
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ωDU 1 =
ì
í
î

ïï

ïïïï

1- dmax/η; dmax ∈ [ ]0,η
0; dmax ∈ [ ]η,1

（29）

式中 dmax为Dg和U1g之间的最大灰差；ωDU 1∈[0,1]；
η为 Dg和 U1g之间的权重系数，η∈[0,1]。当灰关

系属性权重 ωDU 1 取 0.5时，意味着轴承振动性能

的关联维数序列和振动瞬时值的波动范围序列具

有相同的属性 [23]。

Dg和U1g之间的灰差可以用 dDU 1表示为

dDU 1 = 1- R (D g,U 1 g) （30）
Dg和U1g之间的灰关联度可以表示为

R (D g,U 1g)= 1
W ∑w= 1

W

R ( )D″w,U ″1 ( )w （31）

R (D″w,U ″1 (w ) )= γ
γ+Δr （32）

Δr= | D″w- U ″1 (w ) | （33）
式中 Δr为 Dw和U1（w）之间的灰差异信息；γ为分

辨系数。对于 γ∈（0,1]，总存在唯一的 γ*使 dDU1取
得最大值，此时的 γ*即为所求的最优分辨系数。

1. 3. 3 计算灰置信水平

序列 D和 U1属性相同的可信度用灰置信水

平 PDU 1 来表征。PDU 1 取值越大，则序列 D和 U1之

间的非线性相关程度越高；反之，则越低。

PDU 1 = (1- 0.5ηDU 1)× 100% （34）
式中权重系数 ηDU 1∈[0,0.5]。

由式（29）可得

ηDU 1 =
dmax

1- ωDU 1

（35）

根据相关性理论，滚动轴承振动性能的关联

维数和振动瞬时值的波动范围序列的非线性相关

程度通常被分为 5个等级：

1）如果 80%≤PDU 1≤100%，那么便意味着

轴承振动性能的关联维数和振动瞬时值的波动范

围序列的非线性关联度非常高；

2）如果 60%≤PDU 1<80%，那么便意味着轴

承振动性能的关联维数和振动瞬时值的波动范围

序列的非线性关联度较高；

3）如果 40%≤PDU 1<60%，那么便意味着轴

承振动性能的关联维数和振动瞬时值的波动范围

序列的非线性关联度一般；

4）如果 20%≤PDU 1<40%，那么便意味着轴

承振动性能的关联维数和振动瞬时值的波动范围

序列的非线性关联度较低；

5）如果 0≤PDU 1<20%，那么便意味着轴承

振动性能的关联维数和振动瞬时值的波动范围序

列的非线性关联度非常低。

同样地，计算关联维数和振动平均值的波动

范围序列、盒维数和振动瞬时值的波动范围序列、

盒维数和振动平均值的波动范围序列之间的灰置

信水平，进而分析轴承振动性能的非线性特征和

不确定性特征序列之间的非线性相关程度，为更

加正确有效地监测轴承振动性能状态变化提供新

的思路。

2 试验研究

2. 1 案例 1
在杭州轴承试验研究中心使用 ABLT⁃1A型

寿命强化试验机采集 P2级角接触球轴承 7 008AC
全寿命周期内的振动加速度方均根值，轴承型号为

7 008AC；轴承的外径和内径分别为68 mm和40 mm，
轴承的厚度为 15 mm；额定动载荷为 18.9 kN；极限

转速为 28 000 r/min。使用的振动加速度传感器

为 YD ⁃1型压电式传感器，传感器的分辨率为

0.000 1 g、量程为±2 000 g。施加轴向载荷和径

向载荷分别为4.58 kN和4.17 kN；转速为6 000 r/min。
当超过轴承振动幅值上界值 25 m/s2时，试验自

动终止。最终，轴承外圈、内圈、钢球均剥落，如图

1（a）~图 1（c）所示。采集到轴承全寿命周期内的

振动加速度数据，如图 2所示。

如图 2所示，该轴承全寿命周期内的振动性

能状态演变过程具有明显的非线性与不确定性特

征，需要挖掘振动加速度数据蕴含的隐藏信息并

对非线性与不确定性特征进行提取。

根据文献 [15]，从该轴承的最佳性能阶段算

起共有 7321个振动加速度方均根数据，将其划分

为 10段。其中，第 473~7 672个振动加速度方均

根数据按 800个数据划分为一段，总共划分为 9
段；第 7 673~7 793个振动加速度方均根数据单

独划分为一段，记为第 10段。

2. 1. 1 求解案例 1试验数据的非线性特征参数

用关联维数和盒维数综合表征轴承运转过程

中振动性能状态演变过程中的非线性特征。

基于互信息法，分别计算各个振动序列对应

时间段内的时间延迟，结果如图 3所示。

对应于图 3中互信息的第一个极小值就是所

求的最优时间延迟，各个振动序列的最优时间延

迟值如图 4所示。

以第 1振动序列为例，基于 G⁃P算法计算不
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同嵌入维数下积累距离分布函数 C1（r,m1）与距离

r的对数关系曲线图，结果如图 5所示。

由图 5可知，当 m1≥12时曲线分布密集且趋

于平行，那么该曲线上直线部分的斜率就是所求

的关联维数值，通过回归分析法求得 m1=12对应

曲线上直线部分的斜率为 8.62，即D1=D1（r,m1）=
8.62。同样地，画出各个振动序列积累距离分布

函数 C1（r,m1）与距离 r的对数关系曲线图，计算

其他各个振动序列的关联维数值，结果如表 1

所示。

为了能够对全寿命周期内轴承振动序列关联

维数的具体变化情况进行更加深入地研究，绘制

其相应的柱形图，结果如图 6所示。

由图 6可知，轴承全寿命周期内除去第 4振动

序列所对应的时间段内，关联维数总体呈现逐渐

图 1 轴承各部件剥落图

Fig.1 Spalling diagram of bearing components

图 2 轴承振动加速度数据样本（案例 1）
Fig.2 Vibration acceleration data sample of bearings

（Case 1）

图 3 各个振动序列的互信息值（案例 1）
Fig.3 Mutual information values of each vibration

sequence（Case 1）

图 4 各个振动序列的最优时间延迟值（案例 1）
Fig.4 Optimal time delay values of each vibration sequence

（Case 1）

图 5 ln r ⁃ln C1（r,m1）曲线图（案例 1）
Fig.5 Diagram of ln r ⁃ln C1（r,m1）（Case 1）
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减小的趋势，这可能是因为第 4振动序列所对应

的时间段内轴承接触方式、接触角发生变化而出

现“自愈”现象。

以第 1振动序列为例，画出其对应时间段内

交点个数 J1与盒子长度 ξ1的对数关系曲线图，结

果如图 7所示。

同样地，画出其他各个振动序列的交点个数

与盒子长度的对数关系曲线图，计算其他各个振

动序列的盒维数，结果如表 2所示。

为了能够对全寿命周期内轴承振动序列盒维

数的具体变化情况进行更加深入地研究，绘制其

相应的柱形图，结果如图 8所示。

由图 8可知，各个振动序列的盒维数总体呈

现先减小后增加，之后再减小后增大的趋势，并伴

有波动。在第 3振动序列所对应的时间点之前，

盒维数有减小的趋势；轴承运转至第 3振动序列

至第 7振动序列期间，盒维数变化不大；轴承运转

至第 8振动序列至第 9振动序列期间，盒维数有减

小的趋势；在第 10振动序列所对应的时间段内，

盒维数突然增大，这可能是由最后一个振动序列

数据个数不足 800，数据分段不均造成的。

2. 1. 2 求解案例 1试验数据的不确定性特征参数

轴承运转过程中振动性能状态演变过程中的

不确定性特征用振动瞬时值的波动范围和平均值

的波动范围 2个参数综合表征。

以第 1振动序列的原始数据 X1为例，再抽样

表 1 各个振动序列的性能参数（案例 1）
Table 1 Performance parameters of each vibration

sequence（Case 1）

序列号w

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

嵌入维数mw

12

12

14

14

12

14

12

10

14

14

关联维数Dw

8. 62

7. 47

7. 18

7. 85

7. 48

6. 87

6. 47

5. 77

5. 63

4. 91

图 6 轴承全寿命周期内的关联维数（案例 1）
Fig.6 Correlation dimensions in the whole life cycle of

bearings（Case 1）

图 7 ln ξ1⁃ln J1对数坐标曲线图（案例 1）
Fig.7 Diagram of ln ξ1⁃ln J1 in logarithmic coordinates

（Case 1）

表 2 各个振动序列的盒维数（案例 1）
Table 2 Box dimension of each vibration sequence

（Case 1）

序列号w

1

2

3

4

5

盒维数 Bdw

1. 804 7

1. 744 8

1. 773 7

1. 812 3

1. 818 0

序列号w

6

7

8

9

10

盒维数 Bdw

1. 812 2

1. 817 4

1. 732 2

1. 473 6

1. 645 0

图 8 轴承全寿命周期内的盒维数（案例 1）
Fig.8 Box dimensions in the whole life cycle of bearings

（Case 1）
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样本数 B1取为 10 000，选定显著性水平为 0，计算

T时刻第 1振动序列的下限值 xTl和上限值 xTu。
计算第 1振动序列瞬时值的波动范围，U1（1）=
2.517 6 m/s2。同样地，求解其他各个振动序列瞬

时值的波动范围，并绘制相应的柱形图，结果如图

9所示。

如图 9所示，振动序列瞬时值的波动范围（不

确定度 1）整体上呈现先减小后增大，之后又先减

小后增大的趋势。在第 1~第 3个振动序列对应

的 时 间 段 之 间 ，不 确 定 度 1 由 2.517 6 减 小 至

2.176 0；在第 3~第 5个振动序列对应的时间段之

间，不确定度 1由 2.176 0增大至 2.567 4；在第 5~
第 6个振动序列对应的时间段之间，不确定度 1由
2.567 4减小至 2.252 6；在第 6~第 10个振动序列

对应的时间段之间，不确定度 1由 2.252 6增大至

6.898 3。
显著性水平取为 0，运用最大熵法计算第 1振

动序列样本均值的上限值 v2u（1）和下限值 v2l（1）。

接着，计算其平均值的波动范围U2（1）=v2u（1）-
v2l（1）=1.285 7 m/s2。最后，求解其他各个振动

序列的平均值的波动范围，结果如图 10所示。

如图 10所示，振动序列平均值的波动范围

（不确定度 2）整体上变化趋势复杂。在第 1~第 3
个振动序列对应的时间段之间，不确定度 2由

1.285 7增大至 1.635 0；在第 3~第 4个振动序列

对应的时间段之间，不确定度 2由 1.635 0减小至

1.206 3；在第 4~第 5个振动序列对应的时间段之

间，不确定度 2由 1.206 3增大至 1.412 6；在第 5~
第 7个振动序列对应的时间段之间，不确定度 2
由 1.412 6减小至 1.111 1；在第 7~第 9个振动序

列对应的时间段之间，不确定度 2由 1.111 1迅速

增大至 10.285 2；在第 9~第 10个振动序列对应的

时 间 段 之 间 ，不 确 定 度 2 由 10.285 2 减 小 至

4.841 1。
综上所述，在径向力 Fr为 4.17 kN、轴向力 Fa

为 4.58 kN、转速为 6 000 r/min条件下，该滚动轴

承全寿命周期内振动性能的非线性特征参数和不

确定性特征参数随着服役时间的变化均呈现出非

线性变化的趋势，而且它们在突变点处有某种意

义上的对应关系。非线性特征参数序列中关联维

数和盒维数序列大体上有减小的趋势，不确定性

参数序列整体上呈现增大的趋势，但也存在一定

的波动。总体上来看，非线性特征参数序列和不

确定性特征参数序列有负相关关系。下面，基于

灰关系分析法，进一步地分析各个特征参数序列

之间的具体关系。

2. 1. 3 案例 1试验数据的非线性特征参数和

不确定性参数灰关系分析

以关联维数序列和瞬时值的波动范围序列为

例，首先进行均值归一化处理，得到新的生成数据

序列。基于灰关系分析法，取 ωDU 1=0.50；计算

PDU 1=84.95%。由灰置信水平 PDU 1，大于 80%。

基于相关性理论，该轴承服役过程中关联维数和

不确定度 1序列之间的非线性相关程度可以认为

是非常高的。

同样地，计算其他参数序列两两之间的灰置

信水平，结果如表 3和图 11所示。

图 9 轴承全寿命周期内振动瞬时值的波动范围（案例 1）
Fig.9 Fluctuation range of vibration instantaneous values

during the life cycle of the bearing（Case 1）

图 10 各个序列振动平均值的波动范围（案例 1）
Fig.10 Fluctuation range of vibration average values of

each sequence（Case 1）

表 3 各参数序列之间的灰置信水平（案例 1）
Table 3 Grey confidence levels between parameter

sequences（Case 1）

非线性参数

D

Bd

灰置信水平/%

U1

84. 95

57. 85

U2

89. 054

61. 65
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由表 3与图 11中计算结果可知，80%≤PDU 1=
84.95%≤100%，80%≤PDU 2=89.054%≤100%，

基于相关性理论可以认为滚动轴承振动性能状态

演变过程中的关联维数和不确定度 1序列、关联

维数和不确定度 2序列的非线性相关程度均非常

高。40%≤PBdU 1=57.85%<60%，可以认为盒维

数和不确定度 1序列的非线性相关程度一般；

60%≤PBdU 2=61.65%<80%，可以认为盒维数和

不确定度 2序列的非线性相关程度较高。

在与不确定性参数 U1和 U2的灰关系对比分

析中，关联维数均比盒维数的灰置信水平要高，这

是因为盒维数对数据波动不敏感，全寿命周期内

盒维数数值上均变化很小。在与非线性特征参数

关联维数和盒维数的灰关系对比分析中，U2均比

U1的灰置信水平要高，这是因为 U1和 U2分别是

基于振动数据的瞬时值和平均值对整个振动序列

对应时间段内的轴承振动性能的不确定性进行分

析和评估，即U1对数据波动更敏感。

2. 2 案例 2
轴承振动加速度数据源于美国 Case West⁃

ern Reserve University的轴承数据中心网站，如图

12所示。

如图 12所示，不同磨损状态下各记录 1 600
个振动加速度数据，随着磨损直径的增大，轴承振

动性能平稳性越来越差。前 1 600个数据对应的

时间段内，轴承振动性能平稳性较好，记为第 1振

动序列；第 1 601~3 200个数据，记为第 2振动序

列；第 3 201~4 800个数据记为第 3振动序列；第

4 801~6 400个数据记为第 4振动序列。

2. 2. 1 求解案例 2试验数据的非线性特征参数

用关联维数和盒维数综合表征滚动轴承全寿

命周期内振动性能状态演变的非线性特征。

基于互信息法，分别计算各个振动序列对应

时间段内的时间延迟，结果如图 13所示。

对应于图 13中互信息的第一个极小值就是

所求的最优时间延迟，各个振动序列的最优时间

延迟值如图 14所示。

以第 1振动序列为例，基于 G⁃P算法计算不

同嵌入维数下积累距离分布函数 C1（r,m1）与距离

r的对数关系曲线图，结果如图 15所示。

由图 15可知，当 m1≥14时曲线分布密集且

趋于平行，那么该曲线上直线部分的斜率就是所

求的关联维数值，通过回归分析法求得 m1=14对
应曲线上直线部分的斜率为 6.36，即 D1=D1（r,
m1）=6.36。

同样地，画出各个振动序列积累距离分布函

图 11 非线性特征参数和不确定性特征参数序列之间的

灰置信水平（案例 1）
Fig.11 Grey confidence levels between nonlinear and

uncertain characteristic parameter
sequences（Case 1）

图 12 轴承振动加速度数据样本（案例 2）
Fig.12 Vibration acceleration data sample of bearings

（Case 2）

图 13 各个振动序列的互信息值（案例 2）
Fig.13 Mutual information values of each vibration

sequence（Case 2）
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数 Cw（r,mw）与距离 r的对数关系曲线图 ln r⁃ln Cw

（r,mw），计算其他各个振动序列的关联维数值，

结果如表 4所示。

为了能够对全寿命周期内轴承振动序列关联

维数的具体变化情况进行更加深入地研究，绘制

其相应的柱形图，结果如图 16所示。

由图 16可知，随着磨损直径的增大，关联维

数总体呈现逐渐减小的趋势。其中，由第 1振动

序列到第 2振动序列，关联维数变化不大；由第 2
振动序列到第 3振动序列，关联维数从 6.13减小

到 5.07，变化较大，这是因为第 3振动序列对应的

时间段内，轴承振动性能已经进入加速退化阶段；

由第 3振动序列到第 4振动序列，关联维数变化

不大。

以第 1振动序列为例，画出其对应时间段内

交点个数 J1与盒子长度 ξ1的对数关系曲线图，结

果如图 17所示。

同样地，画出各个振动序列交点个数与盒子

长度的对数关系曲线图，进而计算各个振动序列

对应时间段内的盒维数，结果如表 5所示。

图 17 ln ξ1⁃ln J1对数坐标曲线图（案例 2）
Fig.17 Diagram of ln ξ1⁃ln J1 in logarithmic coordinates

（Case 2）

图 16 各个振动序列的关联维数（案例 2）
Fig.16 Correlation dimension of each vibration sequence

（Case 2）

表 5 各个振动序列的盒维数（案例 2）
Table 5 Box dimension of each vibration sequence

（Case 2）

序列号w

1

2

3

4

盒维数 Bdw

1. 815 1

1. 775 0

1. 712 3

1. 797 8

图 14 各个振动序列的最优时间延迟值（案例 2）
Fig.14 Optimal time delay values of each vibration

sequence（Case 2）

图 15 ln r ⁃ln C1（r,m1）曲线图（案例 2）
Fig.15 Diagram of ln r ⁃ln C1（r,m1）（Case 2）

表 4 各个振动序列的性能参数（案例 2）
Table 4 Performance parameters of each vibration

sequence（Case 2）

序列号w

1

2

3

4

嵌入维数mw

14

14

24

14

关联维数Dw

6. 36

6. 13

5. 07

4. 99
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为了能够对全寿命周期内轴承振动序列盒维

数的具体变化情况进行更加深入地研究，绘制其

相应的柱形图，结果如图 18所示。

由图 18可知，各个振动序列对应时间段内的

盒维数总体呈现先减小后增加的趋势。在第 3振
动序列所对应的时间点之前，盒维数有减小的趋

势；在第 3振动序列至第 4振动序列所对应的时间

段内，盒维数盒维数突然增大，这可能是因为轴承

振动性能状态已进入加速退化阶段。

2. 2. 2 求解案例 2试验数据的不确定性特征参数

轴承运转过程中振动性能状态演变过程中的

不确定性特征用振动瞬时值的波动范围和平均值

的波动范围 2个参数综合表征。

以第 1振动序列的原始数据 X1为例，再抽样

样本数 B1取为 10 000，选定显著性水平为 0，计算

T时刻第 1振动序列的下限值 xTl和上限值 xTu。
计算第 1振动序列瞬时值的波动范围，U1（1）=
0.268 7 m/s2。同样地，求解其他各个振动序列瞬

时值的波动范围，并绘制相应的柱形图，结果如图

19所示。

如图 19所示，振动序列瞬时值的波动范围

（不确定度 1）整体上呈现递增的趋势。

显著性水平取为 0，运用最大熵法计算第 1振
动序列样本均值的上限值 v2u（1）和下限值 v2l（1）。

接着，计算其平均值的波动范围U2（1）=v2u（1）-
v2l（1）=0.025 0 m/s2。最后，求解其他各个振动

序列的平均值的波动范围，结果如图 20所示。

如图 20所示，振动序列平均值的波动范围

（不确定度 2）整体上呈现递增的规律。

综上所述，非线性特征参数序列和不确定性

特征参数序列有负相关关系。下面将运用灰关系

分析法，对各个特征参数序列之间的具体关系做

进一步分析。

2. 2. 3 案例 2试验数据的非线性特征参数和

不确定性参数灰关系分析

以关联维数序列和瞬时值的波动范围序列为

例，首先进行均值归一化处理，得到新的生成数据

序列。基于灰关系分析法，取 ωDU 1=0.50；计算

PDU 1=94.44%，大于 80%。基于相关性理论，该

轴承服役过程中关联维数和不确定度 1序列之间

的非线性相关程度可以认为是非常高的。

同样地，计算其他参数序列两两之间的灰置

信水平，结果如表 6和图 21所示。

由表 6和图 21可知，80%≤PDU 1=94.44%≤
100%，80%≤PDU 2=93.35%≤100%，80%≤PBdU 1=

图 19 各个振动序列瞬时值的波动范围（案例 2）
Fig.19 Fluctuation range of instantaneous values of each

vibration sequence（Case 2）

图 18 各个振动序列的盒维数（案例 2）
Fig.18 Box dimensions of each vibration sequence

（Case 2）

图 20 各个序列振动平均值的波动范围（案例 2）
Fig.20 Fluctuation range of vibration average values of

each sequence（Case 2）

表 6 各参数序列之间的灰置信水平（案例 2）
Table 6 Grey confidence levels between parameter

sequences（Case 2）

非线性参数

D

Bd

灰置信水平%

U1

94. 44

89. 62

U2

93. 35

88. 38
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89.62%≤100%，80%≤PBdU 2=88.38%≤100%，

基于相关性理论可以认为滚动轴承振动性能状态

演变过程中的关联维数和不确定度 1序列、关联

维数和不确定度 2序列、盒维数和不确定度 1序
列、盒维数和不确定度 2序列的非线性相关程度

均非常高。

在与不确定性参数 U1和 U2的灰关系对比分

析中，关联维数均比盒维数的灰置信水平要高，这

是因为盒维数对数据波动不敏感，随时间的变化

盒维数数值变化很小。在与非线性特征参数关联

维数和盒维数的灰关系对比分析中，U1均比U2的

灰置信水平要高。

3 结 论

1）分别用关联维数和盒维数、振动瞬时值的

波动范围和振动平均值的波动范围表征轴承运转

过程中振动性能状态演变的非线性特征和不确定

性特征，从而为研究轴承服役周期内的性能不确

定性及其可靠性的非线性、非平稳和非统计的演

变历程提供些许新思路。

2）两个案例均表明滚动轴承振动性能的非

线性特征参数和不确定性特征参数均随时间呈现

非线性变化的趋势。关联维数和盒维数序列总体

上有减小的趋势，不确定性参数序列U1和U2整体

上都有增大的趋势。

3）在与不确定性参数的灰关系对比分析中，

两个案例均表明关联维数均比盒维数的灰置信水

平要高，这意味着用关联维数表征轴承振动性能

状态演变的非线性特征的效果比用盒维数好。
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